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3.5  Θεμελιώδες θεώρημα ολοκληρωηικού λογιζμού 

 

1. ΘΕΜΑ_2_33593 

Αλ f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην  κε  
3

2

f x dx 2 ,  
3

1

f x dx 4  θαη  
7

1

f x dx 10  λα βξείηε ηα 

παξαθάησ νινθιεξώκαηα: 

α)  
2

3

f x dx   β)  
7

3

f x dx   γ)  
2

7

f x dx   δ)   
3

1

f x x dx  

 

2. ΘΕΜΑ_4_33998 

Τν θαπάθη ελόο πεληάιηηξνπ δνρείνπ βελδίλεο αθήλεηαη αλνηρηό ηε ρξνληθή ζηηγκή t 0 . H βελδίλε πνπ 

απνκέλεη κέζα ζην δνρείν ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t  (ζε εβδνκάδεο) δίλεηαη από ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  g t  

(ζε ιίηξα). 

 α)  Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 

t
2

0

4 4
5 ln dt

5 5

 
  
 

 . 

 β)  Αλ ε βελδίλε ηνπ δνρείνπ έρεη ξπζκό εμάηκηζεο πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
t

4 4
g t 5 ln

5 5

 
    

 
, γηα θάζε 

t 0 , ηόηε λα βξείηε ηνλ όγθν ηεο βελδίλεο πνπ πεξηέρεη ην δνρείν δπν εβδνκάδεο κεηά ην άλνηγκα ηνπ 

θαπαθηνύ ηνπ δνρείνπ. 

 γ)  Αλ επηπιένλ είλαη γλσζηό όηη ε ζπλάξηεζε πνπ δίλεη ηελ πνζόηεηα ηεο βελδίλεο ζην δνρείν κεηά από t 

εβδνκάδεο είλαη ε  
t

4
g t 5

5

 
   

 
,  t 0,   ηόηε λα δηαπηζηώζεηε όηη θαζώο ν ρξόλνο απμάλεηαη 

απεξηόξηζηα κόλν ε κπξσδηά ηεο βελδίλεο ζα ππάξρεη ζην δνρείν. 

 

3. ΘΕΜΑ_4_35245 

Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :   κε  
 

3
2

1
f x ,  x

x 1

  



.  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 β)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε f  είλαη θπξηή ή θνίιε θαη λα πξνζδηνξίζεηε (αλ 

ππάξρεη) ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ θακπήο ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο. 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη: 

  i.  f x 1  , γηα θάζε x . 

  ii. Γηα θάζε α  ηζρύεη:    0 f α 1 f α 1    . 

 

4. ΘΕΜΑ_4_34565 

 Θεσξνύκε ηνπο αξηζκνύο α, β κε 1 α β   θαη ηελ παξαγσγίζηκε ζην  ζπλάξηεζε f, κε ζπλερή παξάγσγν,  
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 ώζηε  f x 0,  γηα θάζε  α,β .  Αο είλαη ι ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ηα 

ζεκεία   Α α,f α  θαη   Β β,f β , κε     f α f β .  

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  
   f x ια f α

g x
x

 
  ηθαλνπνηεί ηηο πξνύπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο 

Rolle.  

 β)  Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  c α,β  ώζηε       cf c f c ια f α 0.      

 γ)  Αλ γλσξίδνπκε όηη   f c ι,   λα απνδείμηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην 

ζεκείν   M c,f c  θαη ε επζεία  AB  ηέκλνληαη ζε ζεκείν ηνπ άμνλα y y .   

 δ)  Αλ είλαη 
 

 
2

f α
e ,

f β
   λα απνδείμηε όηη ην παξαθάησ νινθιήξσκα  

 
 

2β 1

2

α 1

xf x 1
Ι dx

f x 1





 



   είλαη ίζν κε  -1.  

 

5.  ΘΕΜΑ_4_36816 

Θεσξνύκε ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα 0, ,
2

 


 
 ζπλερή ζην 

0x 0 ,  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

 xf x εκx   γηα θάζε  x 0,
2

 
 
 

 

 α)  Να βξείηε ην  f 0 .  

 β)  Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f.  

 γ)  Να απνδείμεηε όηη ε  f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.  

 δ)  Να απνδείμεηε όηη   
π

4
π

6

2 1
f x dx

6 4
   . 

 

6. ΘΕΜΑ_4_33578 

 α)  Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε  x 0,π  ηζρύεη  
xe x 1 .    

 β) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε      xH x x ln e εκx , x 0,π ,     είλαη κηα αξρηθή (παξάγνπζα) ηεο 

ζπλάξηεζεο    x

εκx ζπλx
f x , x 0,π .

e εκx


 


 

 γ)  Να απνδείμεηε όηη  
π

π0

π
xf x dx .

e
    

 δ)  Να απνδείμηε όηη  
 

e

x1

1
dx 1 .

e x x


 
   

 

7. ΘΕΜΑ_4_29837 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3 2

2

x x 1, x 1
f x

x 3x 1, x 1

   
 

  
. 

 α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε f (x)  όπνπ νξίδεηαη. 
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 β)  Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε  ε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f  ζην ζεκείν 
0x 1 .   

 γ)  Έλαο καζεηήο δηαηύπσζε ηελ άπνςε όηη «ην εκβαδό πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , 

ηελ εθαπηνκέλε ηεο  ε  θαη ηηο επζείεο x 0  θαη x 2  είλαη     
2

0

Δ f x 5x 2 dx   ». Σπκθσλείηε 

κε ηελ άπνςε ηνπ καζεηή; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο θαη επηπιένλ λα ππνινγίζεηε ην ελ ιόγσ 

εκβαδόλ.        

                                                                                                  

8. ΘΕΜΑ_4_29837 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
1

f x
1 x




, κε x 1 . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε f  αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο αληηζηξόθνπ. 

 β)  Να νξίζεηε ηε ζπλάξηεζε f f . 

 γ)  Έλαο καζεηήο ηζρπξίδεηαη όηη νη ζπλαξηήζεηο f f  θαη 1f   είλαη ίζεο. Σπκθσλείηε κε ηνλ ηζρπξηζκό ηνπ 

καζεηή; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 δ)  Αλ     
x 1

x f f x
x


    κε  x 0,1   λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  

3

2

x dx . 

 

9. ΘΕΜΑ_4_27321 

Σε κηα ρώξα, νη επηζηήκνλεο κειέηεζαλ γηα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα ηελ κεηαβνιή ηνπ πιεζπζκνύ ησλ 

ςαξηώλ ζε έλαλ πνηακό θαη δεκηνύξγεζαλ έλα πξνζεγγηζηηθό καζεκαηηθό κνληέιν πνπ ζπζρεηίδεη ηνλ 

πιεζπζκό x ησλ ςαξηώλ ζην ηέινο ελόο ζπγθεθξηκέλνπ έηνπο κε ηνλ αλακελόκελν πιεζπζκό y ησλ ςαξηώλ 

ζην ηέινο ηεο ακέζσο επόκελεο ρξνληάο. Τν κνληέιν εθθξάδεηαη από ηε ζρέζε 

   βxy f x αxe , x 0,      όπνπ α, β  ζεηηθέο ζηαζεξέο, κε  β 0,1  θαη  α 1,   

 α)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ηξέρνληνο πιεζπζκνύ  x  πνπ κεγηζηνπνηεί ηνλ πιεζπζκό  y  ησλ ςαξηώλ ην 

επόκελν έηνο ζύκθσλα κε απηό ην κνληέιν. Πνηα είλαη απηή ε κέγηζηε ηηκή ηνπ πιεζπζκνύ  y; 

 β)  Να εμεγήζεηε γηαηί έλαο απεξηόξηζηα κεγάινο πιεζπζκόο ςαξηώλ δελ ζα είλαη βηώζηκνο ηελ ακέζσο 

επόκελε ρξνληά. 

 γ)  Θεσξνύκε ζπλάξηεζε  F  ε νπνία είλαη κηα παξάγνπζα (αξρηθή) ηεο ζπλάξηεζεο f . Να απνδείμηε όηη: 

   
 

2

2

2 2 β

2 2β

2β 1 1 β eα
F β F 2β

β e

  
    

 

10.   ΘΕΜΑ_4_29549 

 Γίλεηαη ε δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :   κε ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν ηέηνηα, ώζηε: 

   f 0 f 0 0      θαη       
π

0
f x f x εκxdx 0  . 

 Να απνδείμεηε όηη: 

 α)     
π π

0 0
f x εκxdx f x ζπλxdx    . 

 β)   f π 0 . 
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 γ)  Σην δηάζηεκα  0, π  ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πηζαλή ζέζε ζεκείνπ θακπήο. 

 

11. ΘΕΜΑ_4_27668 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε      f x x 3 x ι x 1 ,  x      κε 1 ι 3  . 

 α)  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x 0   έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο ζην . 

 β)  Να απνδείμεηε ε ζπλάξηεζε f  έρεη έλα ηνπηθό κέγηζην, έλα ηνπηθό ειάρηζην θαη έλα ζεκείν θακπήο. 

 γ)  Αλ επηπιένλ ηζρύεη    f x f 4 x   , γηα θάζε x , ηόηε λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  
3

1
f x dx . 

 

12. ΘΕΜΑ_4_27322 

Ο λόκνο ηνπ Νεύησλα πνπ αθνξά ηελ κείσζε ηεο ζεξκoθξαζίαο  Τ  (ζε βαζκνύο Κειζίνπ) ελόο ζώκαηνο σο 

ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ t (ζε ώξεο), νξίδεηαη από ηελ εμίζσζε      kt

0T t E T E e    όπνπ: 

 E είλαη ε ζηαζεξή ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο ρώξνπ ζηνλ νπνίν βξίζθεηαη ην ζώκα κε 
0E T .   

  0T T 0 είλαη ε αξρηθή ζεξκνθξαζία ηνπ ζώκαηνο ηε ζηηγκή πνπ ηνπνζεηείηαη ζην πεξηβάιινληα 

ρώξν.  

 k είλαη κηα ζεηηθή ζηαζεξά. 

 α)  Να ππνινγίζηε ην  
t
limT t


 θαη λα εξκελεύζηε ην απνηέιεζκα. 

 β)  Να απνδείμηε όηη     T t k E T t .       

 γ)  Να απνδείμηε όηη ην νινθιήξσκα      
1

0

I E T t ln T t dt    είλαη ίζν κε 
3 42e 3e

k


  αλ είλαη   4T 0 e  

θαη   3T 1 e .  

 

13. ΘΕΜΑ_4_26184 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
ln x

f x , x 0 .
x

    

 α)  Να βξείηε ηελ θαηαθόξπθε αζύκπησηε θαη ηελ νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f . 

 β)  Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  έρεη νιηθό κέγηζην γηα 
2x e .   

 γ)  Να ππνινγίζηε ην νινθιήξσκα  
2e

1
I f x dx .     

 

14. ΘΕΜΑ_4_25766 

Σηνλ παξαθάησ πίλαθα θαίλεηαη ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ κηαο ζπλάξηεζεο  f  πνπ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην .  

 

 

 

x             2                         0                        2   

f (x)                  0  –         0        +             0            
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 Αλ είλαη γλσζηό όηη ε f είλαη άξηηα θαη επηπιένλ ηζρύνπλ:  
x
lim f x


  ,   f 0 1   θαη   f 2 5 ,  ηόηε: 

 α)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

 β)  Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

 γ)  Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 2f (x) x 4 5   . 

 δ)  Να απνδείμεηε όηη  
1

1

xf x dx 0 .


  

 

15. ΘΕΜΑ_4_24758 

Έζησ ζπλάξηεζε f :   παξαγσγίζηκε κε ζπλερή παξάγσγν, θαη ε ζπλάξηεζε    2g(x) x 1 f x   
γηα 

ηελ νπνία ηζρύεη g(x) 0  
γηα θάζε x . Να απνδείμεηε όηη: 

 α)  ε g  παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x 1  θαη γηα x 1   θαη ζηε ζπλέρεηα όηη    f 1 f 1 0   . 

 β)   f 1 0 
 
θαη  f 1 0   . 

 γ)  ε f  δελ είλαη θνίιε. 

 δ)     
1

3

1

x 3x f x dx 0


  . 

 

16. ΘΕΜΑ_4_23957 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
2ln xf x e , x 0 .   

 α)  Να απνδείμηε όηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   0,  κε     
ln x

f x 2 f x .
x

    

 β)  Να απνδείμηε όηη ε  f  έρεη νιηθό ειάρηζην ίζν κε 1 . 

 γ)  Να ππνινγίζηε ην νινθιήξσκα  
 

  

x
e

x1

2ln xf x xe
I dx .

x f x e





   

 

 


